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Resume. Dans cette Note, nous donnons une condition necessaire et suf- 
fisante pour que plusieurs lagrangiens dans un fibre vectoriel symplectique 
puissent etre deformes stablement en lagrangiens transversaux. Dans le cas 
de trois lagrangiens, nous montrons que le groupe de Grothendieck associe a 
ce probleme s'identifie a un groupe de K-theorie hermitienne. 

OBSTRUCTION TO LAGRANGIAN TRANSVERSALITY 

Abstract. In this Note, we give a necessary and sufficient condition for la- 
grangians in a symplectic vector bundle to be deformed stably into transver- 
sal lagrangians. In the case of three lagrangians, we show that the associated 
Grothendieck group can be identified with a hermitian K-theory group. 

1. Soit E un fibre vectoriel reel de base X muni d'une forme symplectique non 
degeneree (dite aussi ( — l)-hermitienne). Un sous- fibre L est dit lagrangien 
si son orthogonal est egal a L. Deux lagrangiens Li et L2 sont transversaux 
si leur intersection Li fl L2 est reduite a 0. lis sont homotopiquement trans- 
versaux s'il existe deux families continues de lagrangiens Li{t) et I/2(t) telles 
que Li{0) = Li, ^2(0) = L2, les lagrangiens i^i(l) et 1^2(1) etant transver- 
saux. Enfin, Li et L2 sont dits stablement et homotopquement transversaux 
si Li©L et L2®L sont homotopiquement transversaux dans le fibre EQ)H{L), 
oh. H{L) = L ® L* designe le fibre hyperbolique associe a L. 
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2. Considerons le monoide (pour la somme directe) des triplets {E, Li, L2), 
ou E est un fibre symplectique avec deux lagrangiens Li et L2. Un tel triplet 
est elementaire si Li = L2. Deux triplets a et a' sont equivalents s'il existe r 
et t' elementaires tels que a + t so it isomorphe k a' + t' en un sens evident. 
L'ensemble des classes d'equivalence forme un groupe U{X) etudie dans |1] 
et [2] dans un contexte plus general. On note d{E, Li, L2) la classe du triplet 
{E, Li, L2) dans U{X). Ce groupe U{X) s'insere dans une suite exacte entre 
des groupes de K-tlieorie reelle et complexe, oil la derniere fieche est induite 
par la complexification des fibres 

K'^\X) ^ Kc\X) -> U{X) ^ Kn{X) ^ Kc{X) 

En fait, on demontre dans [1] que U{X) s'identifie a un certain groupe 
V^{X) obtenu a partir de triplets {F,gi,g2), on F est un fibre reel (sur 
une 7— ieme-suspension de X"*") et oil gi et g2 sont deux formes quadratiques 
non degenerees sur F. Plus precisement, U{X) = V^{X) est aussi isomorphe 
a Kj^{X) qui est la i^'-theorie associee a la categoric des fibres vectoriels reels 
sur la 7-ieme suspension topologique de X~^ (ceci est une version reelle de la 
periodicite de Bott). 

Dans sa these le deuxieme auteur a calcule I'obstruction a la transversalite 
homotopique stable des lagrangiens Li et L2 , probleme initialement pose au 
debut. EUe se situe dans le conoyau de la fieche K^{X) U{X) qui associe 
a un fibre L la classe du triplet {H{L), L, L*). En raison de la periodicite de 
Bott de nouveau, on montre que cette fieche est nulle. L'obstruction cherchee 
appartient done simplement au groupe U {X) = K}^{X). Comme il est montre 
dans [1], I'invariant de Maslov classique associe a deux lagrangiens se deduit 
de cet invariant. 

3. Remarque. Si Q est le corps des nombres rationnels, le groupe K}^{X) ®Q 
s'identifie a la somme des groupes de cohomologie de Cech H^^^^{X; Q). 

4. Examinons maintenant la situation de trois lagrangiens Li, L2 et L3 avec 
une extension evidente des definitions de transversalite. 

Theoreme 0.1. Pour que trois lagrangiens Li, L2 et L3 soient homotopi- 
quement et stablement transversaux, il faut et il suffit que d{E, Li, L2) = 
d{E, Li, L3) = dans le groupe U{X) (ce qui implique aussi d{E, L2, L3) = 
0). 
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Demonstration : La condition etant evidemment necessaire, demontrons 
qu'elle est suffisante. Puisque d{E, Li, L2) = 0, on pent supposer (stable- 
ment) que E = H{L) avec L2 = L et Li = L* qui est isomorphe a L en 
tant que fibre reel par le choix d'une metrique sur L. Par ailleurs, puisque 
d{E, L2, L3) = 0, on pent aussi supposer que L3 est transverse a L2 et qu'il 
est defini par le graphe d'un morphisme g : L = Li ^ L* = L2. Puisque L3 
est un lagrangien dans un fibre symplectique, on a necessairement g* = g. 
Soit maintenant h une metrique sur L definissant done un isomorphisme 
auto-adjoint entre L et L*. Alors le graphe de I'endomorpliisme auto-adjoint 
g{t) = {l—t)g+th definit une homotopie entre L3 et un lagrangien transversal 
a la fois a Li et L2 (pour t = 1). 

5. La meme methode permet de demontrer le theoreme plus general suivant. 

Theoreme 0.2. Soit E un fibre symplectique et soient Li, Lm des la- 

grangiens avec m > 2. Pour que ceux-ci soient homotopiquement et sta- 
blement transversaux, il faut et il suffit que dans le groupe U{X) on ait 
d{E, Li, Ln) = pour tout n (ce qui implique d{E, L^, Lj) = pour tout 
couple {i,j))- 

Demonstration : Le raisonnement precedent montre que les L„ , ri > 3, 
peuvent etre associes (a homotopie pres) a des metriques hn sur L = Li. Par 
homothetie, on pent meme supposer que hn = nh, 011 h est une metrique fixe 
sur L. On en deduit que hn — hp = [n — p)h est inversible pour n 7^ p et et 
que done L„ est transversal a Lp. 

6. Nous allons voir que la situation est legerement differente pour des fibres 
E munis d'une forme bilineaire symetrique non degeneree (ou encore (+1)- 
hermitienne). Dans ce cas, le groupe U{X) construit precedemment avec des 
couples de lagrangiens est isomorphe a K]^^{X) d'apres [1]. L'obstruction 
pour la transversalite homotopique stable de deux lagrangiens appartient 
alors au conoyau de la fleche Kji{X) fC^^(X) qui s'insere dans la suite 
exacte de Bott (011 la derniere fieche est induite par la realification des fibres) : 

KniX) ^ K^\X) ^ K^\X) ^ K^X) 

L'obstruction a la transversalite de Li et L2 pent done etre consideree comme 
un element du groupe = KerlK^-^^X) — > K}^{X)], element qu'on notera 
7(^,^1,^2). 
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7. Remarque. Comme dans le paragraphe 3, on pent montrer que le groupe 
N^Q s'identifie a la somme des groupes de cohomologie de Cech Q). 

8. Soient Li, L2 et L3 trois lagrangiens tels que Li et L2 d'une part, L2 et L3 
d'autre part, soient homotopiquement et stablement transversaux. Done L3 
est defini par un morphisme de fibres h : L = Li ^ L* = L2 tel que h* = —h. 
Pour que L3 soit homotopiquement transversal a L2, il faut et il suffit done 
que L puisse etre muni d'une structure symplectique non degeneree (ce qui est 
equivalent a une structure complexe). Puisqu'on raisonne stablement, on pent 
remplacer E par E(BH{L), et done L par L®L. Sans restreindre la generalite, 
on pent ainsi supposer que L est bien muni d'une structure symplectique 
non degeneree. On en deduit le theoreme suivant, dont la demonstration est 
calquee sur celle du theoreme precedent (en remplagant les metriques par des 
formes symplectiques non degenerees). 

Theoreme 0.3. Soit E un fibre vectoriel muni d'une forme bilineaire syme- 
trique non degeneree et soient Li, ...,Ln des lagrangiens dans E. Pour que 
ces lagrangiens soient homotopiquement et stablement transversaux, il faut 
et il suffit que 7(-E, Li, Ln) = pour tout n (ce qui implique 7(^1, Li, Lj) = 
pour tout couple {i,j)). 

9. Remarque importante. II est facile de voir que la theorie U{X) est un 
foncteur semi-exact dont I'espace classifiant est le groupe orthogonal in- 
fini O = colimO{n) dans le cas (+l)-hermitien ou I'espace homogene in- 
fini U/0 = colimU{n)/0{n) dans le cas (— 1) -hermit ien. Si X est un CW- 
complexe de dimension A^, la transversalite homotopique stable est done 
equivalente a la transversalite homotopique si n > -f- 1 dans le premier cas 
et n > + 2 dans le second (n etant le rang du fibre E). 

10. Revenons au cas d'un fibre symplectique E muni de trois lagrangiens 
(Li, L2, L3). Sur le fibre Li © L2 ® L3 on pent definir la forme quadratique 
suivante 

q{xi,X2, X3) = X2) + 0(a;2, 2:3) + 0(3:3, Xi) 
utilisee notamment par Leray [5j et Kashiwara [3]. 

Theoreme 0.4. . Les trois lagrangiens Li, L2 et L3 sont transversaux si et 
seulement si la forme quadratique q est non degeneree. 
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Demonstration : Supposons d'abord que Ics trois lagrangiens ne soient 
pas transversaux, par exemple que Li Ci L2 ^ 0. Choisissons un clement non 
nul Hi = y2 ^ Li n L2. Posons aussi 1/3 = 0. Pour tout triplet {xi,X2,xs), 
calculous alors la forme bilineaire symetrique associee a q, soit 

^{X, y) = y2)-0(Z/l, X2)+(I){X2, Z/3)-0(Z/2, X3)+0(X3, Z/l)-0(z/3, Xi) (F) 

EUesereduit a 0(^3, yi) -0(x3, y2)+0(z/3, = 0(a^3, ?/i-Z/2)+0(z/3, a^i) = 0. 
Ceci montre que I'orthogonal de F = Li © L2 © L3 pour la forme de Leray- 
Kashiwara n'est pas nul et que la forme quadratique q est degeneree. 

Reciproquement, supposons que les lagrangiens soient transversaux. On pent 
alors poser Li = L, L2 = L* , L3 etant defini comme le graphe d'un morphisme 
g : L ^ L* tel que g* = g. Considerons le sous-espace E3 de F forme des 
triplets {xi,X2,X3) tels que Xi + X2 — Xs — 0. Si on pose X3 — {u,gu) dans 
I'expression de L3 comme sous-espacc dc Li©L2, on voit que est isomorphe 
a Li. Pour calculer la forme ^ rcstrcinte a E^, on pose alors Xi — x'^ — u, 
X2 = x'2 = gu, y^=y[ = V, y2 = y'2 = gv. 

En appliquant la formulc (F) ci-dcssus, on voit que la forme ^ rcstrcinte a 
E^ s'ecrit de la maniere suivante en fonction de m et G Li = ^3, le symbole 
<, > designant raccouplement entre un espace et son dual : 

^(w, v) —< u, gv > — < V, gu > + < V, gu > — < u, gv > + < V, gu > — 

< u, gv >= —2 < u,gv > 

Ainsi, au facteur —2 pres, la forme bilineaire symetrique sur E3 s'identifie a 
la forme bilineaire symetrique associee a g (modulo 1' identification entre E3 
et Li). Par ailleurs, si on considcrc dc nouvcau la formulc (F) ci-dcssus, on 
voit que I'orthogonal dc H{Li) = Li © L2 dans F = Li © L2 © L3 est forme 
des triplets {yi,y2,y3), avcc y^ = (1/1,1/2) ^^Is que pour tout couple {xi,X2), 
on ait < xi, 1/2 - 1/2)+ < yi - y[, X2 >= 0. Done y[ = yi et 1/2 = 1/2, ce qui 
determine bien le sous-module F3. Par consequent, F s'identifie a la somme 
orthogonale de F3 et de H{Li) : ceci demontre que la forme quadratique q 
est non degeneree. 

11. Considerons maintenant le monoi'de des classes d'isomorphie des quadru- 
plets precedents {E, Li, L2, L3) 011 Li, L2 et L3 sont des lagrangiens trans- 
versaux. Notons LK{X) le groupe de Grothendieck associe a ce monoi'de (en 
reference au travail de Leray et Kashiwara) . 
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Theoreme 0.5. Le groupe LK{X) s'identifie au groupe de K-theorie her- 
mitienne de I'espace X , c'est-d-dire d la somme directe de deux copies de la 
K-theorie reelle^. De maniere precise, I'isomorphisme 

LK{X) ^ Kr{X) © Kr{X) 

est induit par la correspondance 

{E,Li,L2,L;)^m-H{Li) 
ou \1/ est la forme quadratique de Leray-Kashiwara. 

Demonstration : D'apres ce qui precede, les classes d'isomorpliie des 
quadruplets precedents sont en correspondance bijective avec les formes bi- 
lineaires symetriques non degenerees g : Li —>■ LI. Le theoreme resulte alors 
des considerations du paragraphe 10. 

12. Generalisations diverses. Pour simplifier, nous nous sommes places dans 
le cadre geometrique des fibres vectoriels. Les considerations precedentes se 
generalisent sans peine au cadre des modules projectifs de type fini sur une 
C*-algebre quelconque. Une autre generalisation est de considerer des fibres 
equivariants q Les resultats demontres dans cette Note s'etendent aussi sans 
probleme a ce cadre. 
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